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1 Hareket Denklemi

Verilen bir N —serbestlik dereceli sistemin hareket denklemi su sekildedir:
Mx(t) + Cx(t) + Kx(t) = F(¢)

Burada, M, C ve K, N x N boyutunda kiitle, séniimleme ve rijitlik matrisleridir, x(t) N x 1
boyutunda yerdegistirme vektdrii ve F(t) N x 1 boyutunda dis kuvvet vektdriidiir. Tek yonlii
deprem yiikleri altinda F(t) = —Mr#,(t) olmaktadir. Burada &, yer ivmesidir.

2 Rayleigh Yontemi

Bu yontemde sistemin, varsayilan (assumed) bir formu koruyarak salinim yaptigi kabul edilir.
Bu form genelde 1 ile gosterilir ve [N —serbestlik dereceli sistem icin boyutu N x 1 olan bir
vektordiir. Bu durumda yer degistirmeler su sekilde ifade edilebilir:

x(t) = (1)

Bu form, teoride sinir kosullarini sagladigi siirece herhangi (arbitrary) bir form olabilir. Ancak
sonuclarin kabul edilebilir olmasi icin bu formun gercek salinim formuna yakin bir form olmasi
gerekir.

Gercek salinim formu ise bazi yaklasik yontemler ile dngoriilebilir ve genelde iki tiir olabilir.
Bu iki tiir formu yansitmasi nedeni ile 6rnek olarak deprem yiikleri ve riizgar yiikleri icin olas
salinim formlari asagida aciklanmustir.

e Deprem yiikleri icin salimm formu atalet kuvvetleri ile yapi rijitlik kuvvetleri arasinda
dengeyi saglayan formdur ki bu form aslinda yapinin dogal salinim seklidir. Bu du-
rumda on goriilen formun w?M1ip = Kip denklemini saglanmasi beklenir. Bundan
dolayi yapi kiitlesi ile orantili ve kiitle dagilimini yansitan bir statik yiikleme altinda olusan
yerdegistirmeler deprem yiikleri icin bir salinim formu olarak kabul edilebilir. Genelde bu
form iteratif statik analizleri ile bulunabilir. (Not: Bu form 6zvektorlerden birisi ise
yerine ¢, z(t) yerine ¢(t) ve w yerine w,, kullanilabilir.)

e Dinamik riizgar yiikleri yapi boyunca belli bir dagilim gostermektedir. Bu dagilim ile
orantili olan bir statik yiikleme altinda olusan yerdegistirmeler riizgar yiikleri icin yapilacak
analizlerde salinim formu olarak kullanilabilir.

Rayleigh yonteminin ozelligi bir adet form kullanmasidir. Yerdegistime icin yapilan kabul net-
icesinde, kinetik ve birim sekildegistirme enerjileri esitlenirse hareket denklemi genellestirilmis
denkleme doniisiir:

ME(t) + C2(t) + Kz(t) = F(t), Mz(t) + Cz(t) + Kz(t) = —Li,(t)

M=¢y"Myp, C=¢'Cp, K=¢'K¢, F=¢'F, L=¢"'Mr

Burada z(t) genellestirilmis serebestlik derecesidir ve salinim frekansi w? = X/xz olur.
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3 Modal Analiz

Bircok yapida bir adet form ve bu forma denk gelen genellestirilmis koordinat kullaniimasi
uygun olabilir. Ancak, insaat miihendisligi yapilarinda bir adet form kullanimi yeterli olmaz.
Bundan dolayi gercek davranisi ifade etmek icin ek formlar kullanilir. Birden fazla salinim
formunun kullanilmasina yonelik olarak yapilabilecek ilk yontem modal analiz neticesinde elde
edilebilecek dogal mod sekillerinin kullaniimasidir. Béliim 1'de verilen sistemin N —adet dogal
salinim modu ve bu modlara denk gelen dogal salinim frekanslari olacaktir. Yerdegistirmeler
tiim mod sekilleri ve genellestirilmis koordinatlar lizerinden ifade edilirse

x(t) = @q(t)

Burada ve q(t) genellestirilmis serebestlik derecelerini ifade eden N x 1 boyutunda vektérdiir
ve @ salimm formlarini ifade eden N x N boyutunda bir matristir:

o |
D = ¢1 ¢2 (bn
. |

Bu durumda genellestirilmis hareket denklemleri su sekilde olacaktir:

Mi(t) + Ca(t) + Ka(t) = F(t),  Ma(t) + Ca(t) + Kaq(t) = —Li,(t)

Burada
M=®"M®, C=d'Cd, K=0'Ko, F=®'F, L=&"Mr

boyutu N x N olan genellestirilmis sistem matrisleridir.

Modal analizin en onemli avantaji, genellestirilmis kiitle, genellestirilmis rijitlik ve klasik
soniimleme matrisi kullanilirsa genellestirilmis soniim matrislerinin tiimiiniin diyagonal olmasidir.
Bundan dolayi asil hareket denklemi N x N boyutunda genel bir matris diferensiyel denkle-
minden, birbirinden bagimsiz N —adet skalar diferensiyel denklemlerine indirgenir.

Modal analiz ile ilgili bir ka¢c dnemli zorluk mevcuttur. Bunlardan ilki, kullanilan mod sayisi
ile ilgilidir. Yukarida verilen formulasyonda, tiim modlar kullanilmistir. Ancak &zellikle yiik-
sek modlarin hesabi, yiiksek serbestlik dereceli sistemlerde miimkiin olamamaktadir. Bundan
dolayr, modal analizlerde tiim modlari kullanmak yerine dogrulugu daha yiiksek oldugu bilinen
ilk s—adet mod sekli kullanilabilir. Yiiksek modlarin yapisal cevaplara etkisi az oldugundan bu
yontem kabul edilebilir sonuclar vermektedir. Bu durumda

. |
(I)NXS: (bl ¢2 d)s ) s <N

o s

ve genellestirilmis matrislerinin boyutlari s x s'dir. Bu durumda q(t) s x 1 boyutunda vektor
olacaktir.

ikinci zorluk mod sekil vektorlerinin (dp,) boyutlar ile ilgilidir. Serbestlik derece sayisinin
(N) ok yiiksek oldugu insaat yapilarinda, mod sekillerinin de boyutu ¢ok yiiksek olacak-
tir. Biiyikligi cok yiiksek olan mod sekillerinin yiiksek dogrulukla hesaplanmasi her zaman
mimkiin olamamakta ve vakit alan bir islem olmaktadir. Bu zorluga asimina yonelik olarak bazi
yontemler gelistirilmistir. Bunlardan en 6nemlisi bir sonraki bolimde anlatilan Rayleigh-Ritz
yontemidir.
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4 Rayleigh-Ritz Yontemi

Bir onceki bolimde aciklandigi lizere, yiiksek serbestlik dereceli sistemlerde bir salinim formu
kullanimi uygun olmamaktadir. Dogal salinim modlarinin kullanilmasi ile birbirinden bagimsiz
denklemler elde edilirken, hem salinim mod sekillerinin boyutu hem de sayisi agisindan zorluklar
ortaya ¢cikmaktadir. Mod sekillerinin sayisi azaltilarak bu zorluk bir derece azaltilabilir. Salinim
formunu ifade eden vektdr boyutunun azalimi ile ilgili olarak ise Ritz yontemi (ya da Rayleigh-
Ritz yontemi) uygulanabilir.

Ritz yonteminde bu vektorler dogal salinim mod sekilleri olmak zorunda degildir. Bundan
dolayi biiyiik serbestlik dereceli sistemler icin ¢oziimii zor ve vakit alan dzvektdr probleminin
¢oziilmesine gerek yoktur. Bu vektorler secilirken ¢oziimii daha kolay olan iteratif yontemler
kullanilir. Buna 6rnek olarak Lanczos vektérleri ve yiiklemeye bagh Ritz vektorleri gosterilebilir,
Bu vektorlerin dogal salinim mod sekillerinden en énemli farki, diklik kosullari ile ilgilidir. Dogal
salimim mod sekilleri birbirlerine kiitle ve rijitlik matrisleri izerinden diktirler ancak Lanczos
ve yiiklemeye bagh Ritz vektdleri birbirlerine dik degillerdir. Bundan dolayi genellestirilmis
matrisler diyagonal olmaz ve genellestirilmis hareket denklemleri birbirinden bagimsiz skalar
diferensiyel denklem olmazlar.

Ritz yénteminde s—adet salinim form vektorii (W, _,,) kullanilir. Bu durumda yer degistirmeler

su sekilde ifade edilebilir:
x(t) = Wa(t)

Burada ve z(t) genellestirilmis serebestlik derecelerini ifade eden s x 1 boyutunda vektordiir
ve W salimim formlarini ifade eden NV x s boyutunda bir matristir:

. |
q’NXs: ll)l 1"’2 1"’5 ) s<N

| | s

Bu durumda genellestirilmis hareket denklemi su sekilde olur:

Mz (t) + Cz(t) + Kz(t) = F(t), MZ(t) + Cz(t) + Kz(t) = —Liy(t)

Burada
M=v¥"MY, C=v¥'CcyY, K-=V'KvY, F=Y¥'F, L=Y"Mr

genellestirilmis sistem matrisleri olup M, C ve K matrislerinin boyutlari s x s ve L vektdriiniin
boyutu s x 1 'dir.

Yukarida bahsedildigi tizere genellestirilmis matrisler diyagonal olmadiklarindan, genellestir-
ilmis denklem hala matris formundadir. Bu denklemin ¢céziimii icin bir 6zdeger analizi yapila-
bilir. Genellestirilmis harekte denkleminin dzdeger problemi su sekilde ifade edilebilir:

Koz = wzMdy

Burada ¢, genellestirilmis hareket denkleminin &zvektoriidiir s x 1 boyutundadir. Dikkat
edilmesi gereken husus ¢, dogal salinim mod sekilleri olan & 'dan farklidir ve bir salinim mod
sekli degildir. Ozdeger problemlerinin dogasi geregi genellestirimis kiitle ve rijitlik matrisleri
tizerinden diklik kosullarini saglar:

¢g,im¢z,j =0, d)g,qu)z,j =0, i 7& J
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Ozvektorler boyutu s x s olan bir 6zvektdr matrisi ile ifade edilebilir:

| | |
DOz =| bz, bzy - by,

)

| | | e

Bu durumda, genellestirilmis serbestlik dereceleri genellestirilmis sistem 6zvektorleri ve s x 1
boyutunda yeni bir degisken vektor ile ifade edilebilir

z(t) = Ozy(t)

Bu ifade yapinin asil serbestlik derecelerini ifade eden denklemde kullanilirsa su denklem elde
edilir.

x(t) = YOzy(t)
Burada N x s boyutunda @, matrisi su sekilde tanimlanirsa
D, =YDy,

yerdegistirmeler su sekilde ifade edilebilir:

x(t) = @yy(t)

Burada @, ile ifade edilen matris asil sistemin yaklasik bir 6zvektoriidiir. Bunun nedeni bu
matris genellestirilmis kiitle ve genellestirilmis sistem 6zvektorleri asil denklem ile birlestirilirse
diklik kosulunu saglamaktadir (burada detayli ispat verilmemistir). Bu yaklasik 6zvektorlerin
normal mod sekillerinden en 6nemli farki, elde edildikleri sistemin biyiikligiidiir. Normal mod
sekilleri N x N boyutundaki orijinal sistemden elde edilirken, @y, s x s boyutuna indirgenmis
genellestirilmis sistemden elde edilir. Bundan dolayi, @y, matrisinin elde edilmesi daha az islem
gerektirmektedir.

Bu yontem ile edilen @, vektorleri goriildigii lizere, ilk basta secilen W vektérlerine baghdir.
Bu noktada W vektorlerinin secimi icin bir ka¢ yontem mevcuttur. Bunlardan iki tanesi Lanczos
koordinatlar [1] ve yiiklemeye dayali Ritz vektorleridir [2]. Her iki yontemde de ilk 6nce verilen
bir yiikleme altindan statik yerdegistirme hesaplanir. Hesaplanan bu yerdegistirme ilk salinim
vektorii, 1, olarak kabul edilir. Diger vektorler (,_,_,,) bu ilk vektdrden tiiretilir. Gorildigi
tizere \{p vektorleri dogal mod sekilleri degildir ve bu vektorler ile elde edilen genellestirilmis
sistemin frekanslar dogal salinim frekanslari olmaz.
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